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LỜI GIỚI THIỆU 

Giải tích Malliavin lần đầu tiên được Paul Malliavin giới thiệu vào những năm 

1970, là những tính toán về biến phân ngẫu nhiên vô hạn chiều trên không gian 

Wiener, nhằm mục đích đưa ra chứng minh cho định lí của Hörmander cho sự tồn 

của hàm mật độ trơn đối với nghiệm của phương trình vi phân ngẫu nhiên. Sau đó, 

phương pháp tính toán này tiếp tục được nghiên cứu, mở rộng bởi nhiều nhà toán 

học như Malliavin, Shigekawa, Bismut, Ikeda Watanable, David Nualart....Phương 

pháp tính toán Malliavin cũng được mở rộng cho các quá trình nhảy, quá trình 

Markov, quá trình phân thứ….với nhiều ứng dụng trong nhiều lĩnh vực như tài chính, 

y học… 

Như chúng ta đã biết, có rất nhiều khó khăn trong việc tìm chính xác phân phối 

xác suất của nghiệm 𝑋𝑡 trong rất nhiều phương trình vi phân ngẫu nhiên. Vì vậy, bài 

toán ước lượng và đánh giá nghiệm là bài toán quan trọng. Trong những năm gần 

đây, ứng dụng của giải tích Malliavin để ước lượng hàm mật độ và ước lượng xác 

suất đuôi của biến ngẫu nhiên đã và đang được nhiều nhà toán học trong và ngoài 

nước quan tâm, chẳng hạn như ước lượng hàm mật độ [1,2,3] và ước lượng xác suất 

đuôi [4,5]. Cùng với luồng nghiên cứu đó, báo cáo của tôi trình bày lại một trong 

những ứng dụng của đạo hàm Malliavin trong ước lượng phân phối xác suất đuôi 

( )tP X x , trong đó tX  là nghiệm khả vi Malliavin của phương trình vi phân ngẫu 

nhiên cơ bản 

                   0
0 0

) ,( , ( , )
t t

t s s sX X b s x ds s X dW= + +                                              

(1) 

trong đó, các hàm ,( , ), ( [, : 0 ])b t x t x t  →  thỏa mãn một số điều kiện nhất định.  

Báo cáo học thuật chia làm ba phần 

Phần 1: Trình bày một số kiến thức cơ bản về giải tích Malliavin. 
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Phần 2: Trình bày về phương pháp ước xác suất đuôi của biến ngẫu nhiên sử dụng 

giải tích Malliavin.  

Phần 3. Trình bày ứng dụng trong ước lượng xác suất đuôi của biến ngẫu nhiên có 

dạng như trong mô hình (1). 
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1. Một số kiến thức cơ bản về giải tích Malliavin 

Giả sử [0, ]( )t t TW   là chuyển động Brown xác định trên không gian xác suất đầy đủ 

( , , , ),P trong đó [0, ]( )t t T=  là bộ lọc tự nhiên của quá trình W. Cho 2[0, ],h L T  ta 

kí hiệu ( )W h là tích phân Weiner  

0
( ) ( ) .

T

tW h h t dW=   

Hàm thực :[0, ]ng T →  gọi là hàm đối xứng nếu 

1 1( ,..., ) ( ,..., ),
n ng t t g t t  =  

với mọi song ánh  từ tập 1,2,...,n  vào chính nó. Gọi 2 2([0, ] ) [0, ]nL T L T là không gian 

các hàm Borel bình phương khả tích và đối xứng trên [0, ] .nT  Xét tập hợp sau 

 1 1( ,..., ) [0, ] : 0 ... .n

n n nS t t T t t=      

Vì nS  có diện tích bằng 
1

!n
 diện tích của hình hộp [0, ]nT  nên 

2 2

2 2 2

1 1([0, ] ) ( )
|| || ! ( ,..., ) ... !|| || .n

nn
n nL T L SS

g n g t t dt dt n g= =  

Nếu f  là hàm thực trên [0, ] ,nT thì đối xứng hóa của nó xác định bởi  

11

1
( , , ) ( , , ),

! nnf t t f t t
n

 


=   

trong đó, tổng được lấy trên tất cả các hoán vị của (1,2, , ).n  

Giả sử f là một hàm tất định trên nS thỏa mãn 2

2

( )
|| || .

nL S
g    Khi đó, ta định nghĩa tích phân 

Itô lặp n  lần như sau 

2

1 1 1

0 0 0

( ) ( , , ) ( ) ( ) ( )
nt tT

n n n nJ f f t t dW t dW t dW t−=     

Chú ý rằng với mỗi 1, ,i n=  tích phân Itô theo ( )idW t  luôn tồn tại vì hàm lấy tích phân  
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2

1 1 1 1

0 0

( , , ) ( ) ( ), [0, ]
it t

n i i if t t dW t dW t t t− + −   là một quá trình ngẫu nhiên −  tương thích 

và bình phương khả tích tương ứng với id dt . 

Cho 2 ([0, ] ). ng L T  Định nghĩa tích phân Itô lặp n lần trên [0, ]nT  như sau 

1 11
[0, ]

( ) : ( ,..., ) ... : ! ( ).
n n nn n t t t n

T
I g g t t dW dW dW n J g

−
= =  

Định lí 1.1. Cho   là một biến ngẫu nhiên T -đo được trong 2 ( ).L P  Khi đó tồn tại duy 

nhất một dãy các hàm 0{ }n nf   trong 2 ([0, ] )nL T  sao cho 

0

( ),n n

n

I f


=

=  

trong đó, sự hội tụ xét trong 2 ( ).L P  Hơn nữa, ta có đẳng cự sau 

2 2

2 2

( ) ([0, ] )
0

|| || !|| || .nnL P L T
n

n f


=

=  

Biểu diễn  

0

( )n n

n

I f


=

=  

được gọi là khai triển nhiễu loạn Weiner-Itô của .  

Ví dụ 1.1. Tìm khai triển Weiner-Itô của 2 ( ).W t =  

Lời giải.  

Theo công thức Itô ta có 

2

1 1
0

1 1
( ) ( ) ( ) .

2 2

t

W t dW t W t t= −  

Suy ra  

2 2

1 2
0 0

2 1 ( ) ( ) ( ) .
t t

dW t dW t W t t= −   
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Do đó, khai triển Weiner-Itô của   là 

2

2( ) (1).W t T I= +  

Cho 2 ( )F L P  là T - đo được với khai triển nhiễu loạn Wiener-Itô 

2

0

( ),   ([0; , ] ),   1,2n

n n n

n

F I f f L T n


=

=  =  

i. Ta nói rằng 1,2F  nếu 

                              1,2 2

2 2

([0, ] )
0

|| || : !|| || nn L T
n

F nn f


=

=   .                                        (2) 

ii. Nếu
1,2F  , ta định nghĩa đạo hàm Malliavin  tD F của F   tại thời điểm t  như sau 

1

1

( ( , )), [0, ]t n n

n

D F nI f t t T


−

=

=    

 trong đó, 1( ( , ))n nI f t−   là tích phân lặp bội 1n −  của 1 1( , , , )n nf t t t−  tương ứng với 

1n −  biến đầu tiên 1 1, , nt t − và nt t=  như là một tham số. 

 

 Chú ý rằng nếu (2) đúng thì 

2 2

2 1,2

2 2 2 2

( ) ([0, ] )0 0
1

2 2

([0, ] )
1

|| . || : ( ) ( 1)!|| ( , ) ||

                  ! || ( , ) || || || .

n

n

T T

t nL L T
n

n L T
n

D F E D F dt n n f t dt

n n f t F






=



=

 = = − 
  

=    =  

 


 

 Do đó, . , [0; ]tDF D F t T=   được định nghĩa tốt như là phần tử trong 2 ( ).L   Biến 

ngẫu nhiên F  được gọi là khả vi Malliavin nếu nó thuộc lớp 
1,2.  

Ví dụ 1.2.  

1. 2 ( )W t =  có khai triển Weiner-Itô là 2 (1)T I+ nên 12 (1) 2 ( ).tD I W t = =  

2. 
0

( ) ( ),
T

g s dW s =   trong đó 2 ([0, ])g L T  có khai triển Weiner-Itô là 1( )I g =  nên 

( ).tD g s =  
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Tính đóng của đạo hàm Malliavin được thể hiện ở định lí sau đây 

Định lí 1.2. Giả sử 2 ( )F L và  1,2 , 1,2,kF k =  sao cho: 

1. 2,  trong ( ).kF F k L→ →  

2. 1{ }t kD F 

=  hội tụ trong 2 ( ).L    

Khi đó, 1,2F   và t k tD F D F→  khi k →  trong 2 ( ).L   

Như vậy, nếu gọi  là tập con trù mật của 2 ( )L P  bao gồm những biến ngẫu nhiên có dạng  

( ) ( ) ( )( )  _1 , _ 2 ,...,  _  ,F f W h W h W h n=  

trong đó 
2

0 1 2, ( ), , ,..., [0, ]n

nn f C h h h L T    thì đạo hàm Malliavin của F  là quá trình 

: , [0, ]tDF D F t T=   cho bởi 

1 2

1

( ( ), ( ),..., ( )) ( ).
n

t n k

k k

f
D F W h W h W h h t

x=


=


  

Ví dụ 1.3. Tính đạo hàm Malliavin của 
0

( ) ,
T

tF h t dW=   trong đó 
2

[0, ].Th L  

Lời giải.  

Đặt 
0

( ) ( )
T

tW h h t dW=   và xét hàm ( ) .f x x  Khi đó, ( ( )).F f W h=  

Suy ra 

( ( )) ( ) ( ).tD F f W h h t h t= =  

Kí hiệu 
1,2

0  là tập tất cả các biến ngẫu nhiên 2 ( )F L P  mà khai triển Weiner-Itô của nó 

chỉ có hữu hạn phần tử. Để tính toán đạo hàm Malliavin thuận lợi hơn, chúng tôi quan tâm 

đến một số quy tắc cơ bản sau đây 

Định lí 1.3. (Quy tắc tích) 

Giả sử 
1,2

1 2 0, .F F   Khi đó, 
1,2

1 2,F F  và 
1,2

1 2F F  với 

1 2 1 2 2 1( ) .t t tD F F F D F F D F= +  
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Định lí 1.4. (Quy tắc xích) 

Cho 
1,2G  và 1( )g C  với đạo hàm bị chặn. Khi đó 1,2( )g G  và 

( ) ( )t tD g G g G D G= . 

Phần chứng minh chi tiết của các định lí nêu trên ,có thể tham khảo trong [7]. 

2. Ước lượng xác suất đuôi của biến ngẫu nhiên khả vi Malliavin 

Để ước lượng xác suất đuôi của biến ngẫu nhiên, chúng tôi sử dụng phương pháp được nêu 

trong hai định lí sau đây 

Định lí 2.1. Cho 𝑍 là biến ngẫu nhiên thuộc 1,2 . Giả sử tồn tại hằng số 𝑀 thỏa mãn 

2 2

0

( )   . . .

T

rD Z dr M h k n  

Khi đó, ta có ước lượng xác suất đuôi sau 

2

22(| | ) 2 ,  0.

x

MP Z x e x

−

    

Định lí 2.2. Cho 1,2Z  thỏa mãn 0.EZ =  Giả sử rằng tồn tại hằng số M  thỏa mãn  

2 2

0
[ | ]   . . .

T

r rE D F dr M h k n  

Khi đó, ta có ước lượng  

2

22( ) ,   0.

x

MP F x e x
−

    

Phần chứng minh của các Định lí 2.1 và Định lí 2.2 có thể xem trong [4]. 

3. Ứng dụng 

Tiếp theo, chúng tôi sử dụng phương pháp nêu trong mục 2 để ước lượng xác suất đuôi cho 

nghiệm của mô hình (1). Ở đây, chúng tôi cần giả thiết ( 1A ) cho các hệ số như sau để 

phương trình tồn tại duy nhất nghiệm. 
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(𝐴1). Các hệ số ,b   thỏa mãn các điều kiện Lipschitz và tăng trưởng tuyến tính. Tức là, 

tồn tại các số , 0M L  sao cho 

| ( , ) ( , ) | | |,   , ,   [0, ],b t x t x M x y x y t T+  −     

và 

2 2 2| ( , ) | | ( , ) | (1 | | ),   ,   [0, ].b t x t x L x x t T+  +     

Khi đó, theo Định lí 2.2.1 trong [6], phương trình (1) tồn tại duy nhất nghiệm tX  khả vi 

Malliavin. Hơn nữa 

                       ( , ) ( , ) ( , ) ,
t t

r t r s r
r r

s s r s sD X r X b s X D X ds s X D X dW  = + +                         

(3) 

trong đó, kí hiệu 
( , )

( , )
b t x

b t x
x


 =


 và 

( , )
( , ) .

t x
t x

x





 =


 

Ta có ước lượng xác suất đuôi sau đây 

Định lí 3.1. Giả sử tX  là nghiệm của phương trình (1). Giả sử thêm ( , )t x  thỏa mãn 

( , ) [0, ]

|| || : sup | ( , ) |
t x T

t x 
 

=    cùng với các đạo hàm riêng ( , ), ( , )b t x t x   bị chặn với mọi 

,   [0, ].x t T   Khi đó, ta có ước lượng xác suất đuôi 

2( [ ])
( ) ( [ ] [ ]) exp , [ ].

2

t
t t t t tCt

x E X
P X x P X E X x E X x E X

Cte

 −
 = −  −  −   

 
 

Chứng minh.   

Từ tính chất đẳng cự Ito, ta có 

( ) ( )
2

2
( , ) ( , ) ,

t
t

s r s s r s
r

r s r

r

E s X D X dW E s X D X ds 
 

 = 
 
   

Theo bất đẳng thức Cauchy, suy ra 

( ) ( ) ( )
2

2 22
3 ( , ) ( , ) .

t
t

r t r s r s r s r s r

r
r

E D X E b s X D X ds E s X D X ds 


 
 


 
  +


+  

 
   
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Vì tính bị chặn của 𝑏′ và 𝜎′ nên  

( ) ( ) ( )

( )

2 2 2

2

2

2

3

                      3 ,   0 .

t t

r t r r s r r s r

t

r

r

r
r

r

s

E D X C D X ds C D X ds

C D X

E E

E ds r t









 + +

 +  

 


 

Chú ý rằng hằng số 𝐶 ở các vị trí khác nhau có thể khác nhau. Ở đây, để đơn giản, chúng 

tôi dùng chung một kí hiệu, nó đại diện cho một hằng số xác định, bị chặn. 

Từ bổ đề Gronwall ta được 

( )2 2 ( )3 ,  0 .C t r t

r t rE D X e Ce r t −


     

Từ đó suy ra, 

( ) ( )2 2

0 0

,    0 .

T t

t

r t r r t rE D X dr E D X dr Cte t T=      

Đặt [ ]t t tY X E X= −  ta được [ ] 0tE Y =  và r t r tD Y D X= . Do đó 

2

0
[ | ] .

T
Ct

r t rE D Y Cte  

Áp dụng Định lí 2.2 ta được 

2

( ) ( [ ] [ ]) ( [ ])

( [ ])
               exp , [ ].

2

t t t t t t

t
tCt

P X x P X E X x E X P Y x E X

x E X
x E X

Cte

 = −  − =  −

 −
 −   

 

 

Ta có điều phải chứng minh. 

 

KẾT LUẬN 

Báo cáo đã trình bày lại một số kiến thức cơ bản về giải tích Malliavin cùng 

ứng dụng của giải tích Malliavin trong ước lượng xác suất đuôi của biến ngẫu nhiên. 

Phương pháp ước lượng này đã và đang được các nhà toán học sử dụng, nghiên cứu 

cho nhiều mô hình khác nhau với nhiều bài toán mở. 
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